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   = 
populasi susceptible yaitu kelompok individu yang 
rentan terhadap penyakit 
   = 
populasi exposed yaitu kelompok individu yang 
terkena virus namun tidak tampak tanda penyakitnya 
   = 
populasi infected yaitu kelompok individu yang 
terinfeksi virus demam berdarah 
   = populasi recovered yaitu individu yang telah sembuh 
   = 
populasi aquase phase yaitu kelompok nyamuk 
dalam fase akuatik meliputi telur, larva, dan tahap 
pupa 
   = 
populasi susceptible yaitu kelompok nyamuk yang 
rentan penyakit demam berdarah 
   = 
populasi infected yaitu kelompok nyamuk yang 
terinfeksi 
   = banyaknya populasi individu 
   = banyaknya populasi nyamuk 
   = jumlah kematian alami dari populasi individu 
   = angka kematian alami dari populasi nyamuk 
  
  = jumlah kelahiran dari populasi individu 
  = rata – rata harian gigitan nyamuk (per hari) 
   = 
laju penularan melalui gigitan nyamuk yang 
terinfeksi 
   = 
laju penularan dari individu terinfeksi yang digigit 
oleh nyamuk 
  = nilai persentase nyamuk terinfeksi 
   = 
laju proporsi individu yang terjangkit infeksi virus 
demam berdarah 
   = 
laju individu terinfeksi penyakit demam berdarah 
yang akan sembuh karena dilakukan treatmen   
   = laju pertumbuhan larva menjadi dewasa 
  = 
banyaknya telur – telur pada masing – masing 
deposit per kapita 
  = banyaknya larva per individu 
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   = bilangan reproduksi dasar 
  = laju kemunculan infeksi baru 
   = laju perpindahan individu yang masuk 
   = laju perpindahan individu yang keluar 
   = titik kesetimbangan bebas penyakit 
  
  = titik kesetimbangan endemik 
  = matriks Jacobian 






Bab ini menjelaskan tentang hal – hal yang menjadi 
latar belakang munculnya permasalahan dalam Tugas Akhir. 
Selanjutnya disusun rumusan masalah, batasan masalah, 
tujuan dan manfaat yang diperoleh serta sistematika 
penulisan dari Tugas Akhir ini.  
1.1 Latar Belakang 
Setiap tahun penyebaran penyakit Demam Berdarah 
Dengue (DBD) semakin bertambah dengan jumlah kasus 
yang cukup banyak. Demam Berdarah Dengue (DBD) 
merupakan salah satu penyakit berbahaya yang dapat 
menyebabkan kematian. Penyakit ini disebabkan oleh virus 
dengue dan hanya dapat menular melalui gigitan nyamuk, 
oleh karena itu penyakit ini termasuk kelompok Anthropod 
Borne Diseases. Virus dengue dibawa oleh vector, yaitu 
nyamuk Aedes Aegypti dan nyamuk Aedes Albopictus. 
Namun, vector utama pembawa virus dengue adalah 
nyamuk Aedes Aegypti. Virus merupakan parasit berukuran 
mikroskopik yang tidak memiliki perlengkapan selular 
untuk bereproduksi sendiri, sehingga virus mencari sel inang 
untuk melangsungkan hidup. Ketika virus mendapatkan sel 
inang untuk melangsungkan hidup, virus akan bereproduksi 
dan menghasilkan virus-virus baru [1]. 
Negara Indonesia berada di urutan kedua setelah 
Thailand , bahkan hingga pertengahan Februari 2009 
terdapat 8,386 orang terinfeksi penyakit DBD di seluruh 
Indonesia dengan kematian mencapai 169 orang [2]. Di 
Indonesia, penyakit DBD pertama kali ditemukan di 
Surabaya pada tahun 1968, dengan kasus 58 orang anak, 24 
diantaranya meninggal (Case Fatality Rate/ CFR = 41,3%). 
Sejak itu, DBD menunjukkan kecenderungan peningkatan 
jumlah kasus dan luas daerah jangkitnya. Berbagai upaya 
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telah dilakukan untuk mengatasi permasalahan ini, baik dari 
kalangan masyarakat maupun pemerintah, namun angka 
terjangkitnya penyakit DBD masih belum dapat ditekan 
secara efektif. Hal ini diduga terjadi karena kurangnya 
informasi mengenai tempat, waktu dan lokasi penyebaran 
penyakit DBD di Kota Surabaya. Oleh karena itu perlu 
dilakukan kegiatan surveilans penyakit DBD. Kegiatan 
surveilans yang meliputi proses pengumpulan, pengolahan, 
analisis, interpretasi, dan distribusi data penyakit yang 
dilakukan secara sistematis dan terus – menerus disebut 
surveilans epidemiologi. Pengembangan sistem surveilans 
epidemiologi umumnya bertujuan untuk memantau 
kecenderungan perubahan dalam intervensi, deteksi dan 
prediksi Kejadian Luar Biasa (KLB), evaluasi program 
pencegahan dan proyeksi pelayanan kesehatan. Data 
surveilans epidemiologi yang dihasilkan, sebagian masih 
diolah secara manual dengan penyajian terbatas dalam 
bentuk tabel dan grafik [3]. 
Matematika memberikan salah satu solusi 
penyelesaian penyebaran penyakit demam berdarah dengan 
memodelkan penyebaran penyakit ke dalam bentuk 
matematis menggunakan tipe model SEIR. Model SEIR 
(Susceptibles, Exposed, Infected, Recovered) pada awalnya 
dikembangkan untuk mengetahui laju penyebaran dan 
kepunahan suatu wabah penyakit dalam populasi dan 
bersifat endemik. 
Dalam penelitian Tugas Akhir ini akan dilakukan 
analisis pada model penyakit demam berdarah dengan 
menyelidiki adanya kestabilan dari setiap titik endemik, titik 
bebas penyakit dan menentukan bilangan reproduksi (  ) 
untuk model penyakit demam berdarah serta menganalisis 
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bifurkasi. Selanjutnya merumuskan penyelesaian numerik 
dari model epidemiologi tersebut dan akan disimulasikan. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
Permasalahan yang akan dibahas pada Tugas Akhir ini 
dapat dirumuskan sebagai berikut : 
1. Bagaimana memodelkan epidemiologi demam berdarah? 
2. Bagaimana menentukan kestabilan dari setiap titik 
kesetimbangan endemik, titik kesetimbangan bebas penyakit 
dan bilangan reproduksi      untuk model demam berdarah?  
3. Bagaimana menganalisis terjadinya bifurkasi pada model 
penyakit demam berdarah di Surabaya? 
4. Bagaimana hasil simulasi model epidemiologi berdasarkan 
analisis yang diperoleh? 
 
1.3 Batasan Masalah 
Permasalahan yang dibahas pada penelitian Tugas 
Akhir ini akan dibatasi pada model epidemiologi demam 
berdarah tipe SEIR pada kelompok manusia, dengan S 
adalah individu yang rentan penyakit (Susceptible), E adalah 
individu terjangkit dan dapat menularkan penyakit tetapi 
belum menunjukkan gejala awal, I adalah individu terinfeksi 
(Infected), dan R adalah individu yang telah sembuh 
(Recovered). Sedangkan pada kelompok nyamuk tipe model 
ASI, dengan A adalah fase akuatik meliputi telur, larva dan 
tahap pupa, S adalah nyamuk yang rentan penyakit, dan I 
adalah nyamuk yang terinfeksi penyakit. 
 
1.4 Tujuan 
Tujuan yang ingin dicapai dalam Tugas Akhir ini adalah : 
1. Membuat model epidemiologi demam berdarah. 
2. Menentukan kestabilan dari setiap titik kesetimbangan 
endemik dan titik kesetimbangan bebas penyakit serta 
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bilangan reproduksi      untuk model epidemiologi demam 
berdarah.  
3. Menganalisis terjadinya bifurkasi pada penyakit demam 
berdarah di Surabaya. 




Penelitian pada Tugas Akhir ini diharapkan dapat 
memberikan manfaat sebagai berikut : 
1. Membantu menentukan daerah yang menjadi titik rawan 
terjangkitnya penyakit demam berdarah. 
2. Memperoleh pengetahuan dalam menginterpretasikan hasil 
analisis dan simulasi pada model penyakit demam berdarah 
3. Dapat dijadikan sebagai rujukan tentang penyakit demam 
berdarah pada perkembangan ilmu matematika. 
 
1.6 Sistematika Penulisan 
Penulisan laporan Tugas Akhir ini disusun dalan lima bab. 
Adapun sistematika penulisan dalam laporan Tugas Akhir ini 
adalah sebagai berikut.  
1. BAB I  PENDAHULUAN 
Bab ini berisi latar belakang permasalahan, rumusan masalah, 
batasan masalah, tujuan dan manfaat penulisan serta 
sistematika penulisan. 
2. BAB II  TINJAUAN PUSTAKA 
Bab ini memaparkan dasar teori dasar yang digunakan penulis 
dalam mengerjakan Tugas Akhir, antara lain bilangan 
reproduksi dasar     , kestabilan titik tetap, stabil asimtotik 
lokal, bifurkasi. 
3. BAB III  METODE PENELITIAN 
Bab ini menjelaskan alur kerja dan metode yang digunakan 
penulis dalam mengerjakan Tugas Akhir. 
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4. BAB IV  ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
Bab ini menyajikan analisis kestabilan lokal dari model 
epidemiologi tipe SEIR pada kelompok populasi individu dan 
model epidemi tipe ASI pada kelompok nyamuk, analisis 
bifurkasi dari bilangan reproduksi dasar yang telah diperoleh, 
mencari solusi numerik dengan metode Runge-Kutta, simulasi 
numerik dari model, dan pengaruh parameter jumlah kasus    
dan jumlah laju individu yang sembuh    pada kurva 
bifurkasi.  
5. BAB V  PENUTUP 
Bab ini berisi kesimpulan dan saran dari penulis mengenai 
analisis kestabilan lokal dan analisis bifurkasi dari model 



































Bab ini akan dibahas mengenai penelitian terdahulu, 
penyakit demam berdarah, dan dasar teori yang digunakan dalam 
penyusunan Tugas Akhir ini. Dasar teori yang akan dijelaskan 
dibagi menjadi beberapa subbab, yaitu bilangan reproduksi dasar 
(  ), kestabilan titik tetap, stabil asimtotik lokal, bifurkasi, dan 
metode runge-kutta. 
2.1 Penelitian Terdahulu 
Pada penelitian terdahulu Noorani M. S. M (2012) 
menganalisis model SEIR penyebaran demam berdarah di daerah 
Selangor Malaysia, dengan SEIR menggambarkan individu yang 
rentan penyakit demam berdarah (Susceptible), individu yang 
terjangkit dan dapat menularkan penyakit tetapi tidak 
menunjukkan gejala awal (Exposed), individu penginfeksi 
penyakit demam berdarah (Infected), individu yang sembuh dari 
penyakit demam berdarah (Recovered) [4]. Pada penelitian model 
tipe SEIR, infeksi demam berdarah pada manusia di Selangor 
tidak berbahaya berdasarkan data yang sudah diolah. Penelitian 
lain membahas tentang menganalisis sensitifitas model 
epidemiologi bertipe SIR yang menggambarkan penyebaran 
penyakit diantara individu sehat yang rentan penyakit 
(Susceptible), individu penginfeksi penyakit demam berdarah 
(Infected), individu yang sembuh dari penyakit demam berdarah 
oleh Helena Sofia Rodrigues (2013) [5]. Model epidemiologi tipe 
SIR tersebut telah dilakukan identifikasi kekuatan model prediksi 
terhadap nilai-nilai parameter dan pengaruh pada tmasing-masing 
bilangan reproduksi dasar. 
Pada Tugas Akhir ini akan membahas model epidemiologi 
SEIR demam berdarah, dengan mengkonstruksi dari model 
penelitian Noorani M. S. M [4] dan model penelitian Helena Sofia 
Rodrigues [5] yang menggambarkan SEIR dengan individu yang 
rentan penyakit demam berdarah (Susceptible), individu yang 
terjangkit dan dapat menularkan penyakit tetapi tidak 
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menunjukkan gejala awal (Exposed), individu yang terinfeksi 
penyakit demam berdarah (Infected), individu yang telah sembuh 
dari penyakit demam berdarah (Recovered). Sedangkan kelompok 
nyamuk dinyatakan dengan nyamuk pada tahap aquatik (Aquatic 
phase), nyamuk yang rentan (Susceptible) dan nyamuk 
penginfeksi demam berdarah (Infected). 
 
2.2 Penyakit Demam Berdarah 
 Demam Berdarah Dengue (DBD) merupakan suatu 
penyakit endemik yang disebabkan oleh virus yang 
ditransmisikan oleh Aedes aegypti dan Aedes albopictus. 
Penderita yang terinfeksi akan memiliki gejala berupa demam 
ringan sampai tinggi, disertai dengan sakit kepala, nyeri pada 
mata, otot dan persendian, hingga pendarahan spontan. Demam 
berdarah disebabkan oleh  virus. Virus disebarkan melalui gigitan 
nyamuk Aedes aegypti yang telah terjangkit virus dengue. 
Nyamuk Aedes albopictus juga merupakan nyamuk yang 
menyebarkan virus dengue, namun nyamuk Aedes aegypti tetap 
merupakan vektor utama yang menyebabkan terjangkitnya virus 
demam berdarah dengue di Asia Tenggara terutama di wilayah 
Indonesia. 
Teori klasik metode diagnostik membagi infeksi virus 
dengue menjadi 2 kategori umum, yaitu  Asymptomatic dengue 
infection atau dengue without symptoms dan symptomatic dengue. 
Infeksi virus dengue dengan gejala symptomatic dengue dibagi 
menjadi 3 kelompok yaitu Demam Berdarah Dengue (DBD) 
tanpa gejala spesifik, Demam Berdarah Dengue (DBD) dengan 
demam di tambah 2 gejala spesifik yakni pendarahan dan tanpa 
pendarahan, dan Demam Berdarah Dengue (DBD) dengan atau 
tanpa shock syndrome[6]. 
 
2.3 Bilangan Reproduksi Dasar  
Bilangan reproduksi dasar (  ) didefinisikan sebagai 
bilangan yang menunjukkan banyaknya infeksi baru yang 
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disebabkan oleh individu terinfeksi selama individu tersebut 
hidup sebagai individu yang terinfeksi[7].  
 Jika      maka setiap individu yang terinfeksi 
memproduksi kurang dari satu individu terinfeksi baru, dengan 
kata lain dapat diprediksi bahwa infeksi akan bersih dari 
populasi.  
 Jika      maka individu yang terinfeksi memproduksi lebih 
dari satu individu terinfeksi baru. Dalam keadaan endemi, 
dapat ditentukan suatu tindakan pengendalian dan besarnya 
nilai parameter yang tepat, sehingga     . 
 Jika      maka terjadi bifurkasi yang dapat didefinisikan 
sebagai perubahan stabilitas dan banyaknya titik 
kesetimbangan yang diakibatkan oleh perubahan parameter, 
dan      disebut titik bifurkasi dimana fenomena sebuah 
sistem terbagai kedalam dua kemungkinan perilaku akibat 
perubahan parameter.  
Diasumsikan populasi dapat dikelompokkan ke dalam 𝑛 
kompartemen. Diberikan   (      )
  dengan     , dimana 
   adalah banyaknya individu pada masing-masing kompartemen. 
Kemudian diberikan    adalah himpunan dari semua titik 
kesetimbangan bebas penyakit dan didefinisikan sebagai berikut 
   {                 }  
dengan  adalah banyaknya kompartemen yang terdapat individu 
terinfeksi. Untuk menghitung nilai dari    terdapat beberapa 
langkah. Pertama didefinisikan   ( ) adalah laju dari 
kemunculan infeksi baru pada kompartemen  , sedangkan   
 ( ) 
adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen   
dan   
 ( ) adalah laju dari perpindahan individu masuk ke 
kompartemen  . Model penyebaran penyakit terdiri dari kondisi 
awal non negatif dengan persamaan sistem sebagai berikut. 
  ̇    ( )    ( )    ( )       𝑛  
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dengan   ( )    
 ( )   
 ( ). Kemudian langkah kedua 
harus memenuhi asumsi-asumsi berikut[7].  
1. Setiap fungsi mempresentasikan perpindahan langsung dari 
individu, sehingga semua fungsi bernilai non negatif, maka 
dapat ditulis  
Jika    , maka   ( )   
 ( )   
 ( )    untuk  =1,…𝑛.  
2. Jika sebuah kompartemen kosong dikarenakan kematian atau 
infeksi, maka tidak ada individu yang keluar dari 
kompartemen.  
Jika      maka   ( )   . Secara khusus , jika     , 
maka   
    untuk  =1,…, .  
3. Untuk kondisi selanjutnya berdasarkan dari fakta sederhana 
bahwa jika timbulnya infeksi untuk kompartemen yang tidak 
terinfeksi adalah nol, maka dapat ditulis  
    ,jika   > .  
4. Jika populasi bebas dari penyakit maka populasi akan tetap 
bebas dari penyakit (tidak ada imigrasi atau infeksi).  
Jika     , maka   ( )    dan   
    untuk  =1,…, .  
5. Berdasarkan turunan dari   didekat titik kesetimbangan bebas 
penyakit (DFE), didefinisikan DFE dari f adalah penyelesaian 
kestabilan lokal dari titik kesetimbangan bebas penyakit, 
dengan   terbatas ke   . Jika populasi ada disekitar DFE, 
maka populasi akan kembali ke DFE menurut linearisasi 
sistem:  
 ̇    (  )(    ),dengan   (  )  
  (  )
   
 
Sehingga dapat ditulis,  
jika  ( ) menuju ke nol, maka semua nilai eigen dari   (  ) 
mempunyai bagian real negatif.  
Dari asumsi 1-5 di atas didapatkan Lemma 2.1 sebagai berikut  
Lemma 2.1  
Jika    adalah titik kesetimbangan bebas penyakit dan   ( ) 
memenuhi asumsi 1-5, maka turunan   (  ) dan   (  ) adalah 
partisi sebagai berikut  
11 
 
   (  )  (
  
  
)     (  )  (
  
    
) 
Dengan   dan V adalah matriks berukuran     yang 
didefinisikan sebagai berikut  
  [
   (  )
   
],   [
   (  )
   
], dengan          
Dengan   non negatif dan   merupakan M-matriks non-singular, 
dan semua nilai eigen dari    dan    adalah positif[7].  
 
Definisi 2.1  
Matriks V merupakan M-matriks non singular jika dan hanya jika 
terdapat bilangan   dan matriks   sedemikian sehingga diketahui 
   ( ) yang memenuhi       .  
Matriks generasi selanjutnya adalah        dan angka 
reproduksi dasar dapat dituliskan sebagai  
    (  
  )   ( ),   
dengan  ( ) adalah spectral radius dari matriks A, yaitu 
maksimum modulus nilai eigen dari matriks A [7]. 
2.4 Kestabilan Titik Tetap 
Misal suatu sistem bila variabelnya memiliki pangkat 
tertinggi satu atau berderajat satu. Persamaan berikut ini 
merupakan sistem.  
 
   
  
                                    
   
  
                                    
   
  
                                    
   
  
                                    
   
  
                                    
   
  
                                    
     (   )  
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dengan     adalah konstanta riil, untuk  , =1,..,6. Persamaan (2.1) 














   
  
   
  
   
  
   
  
   
  





















   
   
   
   
   
   
     
   
   
   
   
   
   
     
   
   
   
   
   
   
     
   
   
   
   
   
   
     
   
   
   
   
   
   
     
   
   
   
   
   
























atau secara ringkas dapat dituliskan sebagai 
  
  
    
Misalkan akar-akar persamaan karateristik sistem (2.1) 
adalah                       disebut nilai eigen. Nilai eigen 
tersebut digunakan untuk menentukan jenis kestabilan titik 
kesetimbangan sistem (2.1). untuk memperoleh nilai eigen 
digunakan rumus    (    )   . Kriteria jenis kestabilan titik 
kesetimbangan sistem (2.1) berdasarkan nilai eigen dijelaskan 
sebagai berikut.   
Misalkan                       adalah nilai eigen 
matriks koefisien   sistem dengan det( )≠0. Titik kesetimbangan 
                      bersifat[8]   
a. stabil asimtotik, jika bagian riil semua nilai eigen matriks   
negatif,  
b. stabil center, jika semua nilai eigen memiliki bagian riil 
bernilai nol,  





2.5 Stabil Asimtotik Lokal 
Kestabilan asimtotis lokal pada titik keseimbangan 




Titik setimbang (  ̅̅ ̅   ̅̅ ̅) stabil asimtotis jika dan hanya jika nilai 
karakteristik dari 








(     )
  
  
(     )
  
  
(     )
  
  






mempunyai tanda negatif pada bagian realnya dan tidak stabil 
jika sedikitnya satu dari nilai karakteristik mempunyai tanda 
positif pada bagian realnya. 
Analisis kestabilan dilakukan untuk mengetahui laju penyebaran 
suatu penyakit. Analisis ini dilakukan pada titik setimbang bebas 
penyakit (Disease Free Equilibrium) dan titik setimbang endemik 
(Endemic Equilibrium)[8]. 
 
2.6 Kriteria Routh-Hurwitz 
Nilai eigen matriks Jacobi dapat diperoleh dengan 
menyelesaikan persamaan karakteristik yang dapat juga ditulis 
sebagai  
      
       
                                     (   ) 
Persamaan (2.2) umumnya sulit untuk diselesaikan. Dalam 
hal ini dapat digunakan Kriteria Routh-Hurwitz sebagai alat bantu 
untuk mengetahui sifat kestabilan nilai eigen matriks Jacobi. 
 
Teorema 2.1 Kriteria Routh-Hurwitz  
Akar-akar persamaan karakteristik (2.2) mempunyai 
bagian riil negatif jika      dan 
           |
    
   
|     |
      
     
     




























|            𝑛 
 
Untuk 𝑛=6, persamaan (2.2) menjadi   
      
     
     
     
                  (   )  
Akar-akar persamaan (2.3) akan bernilai negatif jika dan 
hanya jika    dan         bernilai positif serta        
         
    
  [9]. 
 
2.7 Metode Runge - Kutta 
Pada metode ini nilai   sebelumnya digunakan. Perhitungan 
  dan   bergantian[10]. 
        
 
 
(                   ) 
dengan 
        (     ) 
       (   
 
 
    
    
 
) 
       (   
 
 
    
    
 
) 
       (            ) 
dan 
        
 
 
(                 ) 
dengan 
       (     ) 
      (   
 
 
    
   
 
) 
      (   
 
 
    
   
 
) 





Pada sistem dinamik non linear sering dijumpai kestabilan 
di sekitar titik kesetimbangan suatu sistem persamaan yang 
menunjukkan fenomena bifurkasi. Bifurkasi secara umum adalah 
perubahan kualitatif yang meliputi perubahan stabilitas dan 
perubahan banyaknya titik kesetimbangan yang disebabkan oleh 
adanya perubahan nilai-nilai parameter. Dalam epidemiologi, 
fenomena bifurkasi berhubungan dengan parameter ambang 
batas, yang sering disebut bilangan reproduksi dasar dan biasanya 
disimbolkan dengan   . 
Bifurkasi dalam model penyebaran penyakit menular yaitu  
bifurkasi maju. Eksistensi bifurkasi maju pada model penyebaran 
penyakit ditunjukkan oleh diagram bifurkasi pada Gambar 2.1 
dengan merupakan parameter bifurkasi dan merupakan populasi 
individu yang terinfeksi penyakit. 
Fenomena bifurkasi maju terjadi pada saat     dimana 
hanya ada satu titik kesetimbangan endemik. [11]. 
 






















 Bab ini menguraikan metode yang digunakan dalam 
penelitian secara rinci. Metodologi penelitian yang digunakan 
berguna sebagai acuan sehingga penelitian dapat berjalan 
sistematis. 
 
3.1 Studi Literatur 
Pada tahap ini dilakukan analisis model dengan 
mempelajari  literatur-literatur yang terkait seperti  jurnal,  paper 
dan buku-buku  yang berhubungan dengan  model tipe SEIR yang 
dan metode numerik Runge Kutta. 
 
3.2 Tahap Mengkonstruksi Model Interaksi Dinamis 
Untuk memahami model interaksi dinamik disusun asumsi-
asumsi tertentu sehingga dapat dibuat model kompartemen 
dengan susceptible, exposed, infected, dan recovered untuk 
populasi manusia dan aquatic phase, susceptible dan infected 
untuk populasi nyamuk. 
3.3 Mencari Titik Kesetimbangan 
Pada tahap ini dicari titik kesetimbangan pada penyebaran 
penyakit yang terdiri dari dua titik kesetimbangan yaitu titik 
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. 
 
3.3.1 Mencari Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Pada tahap ini dibentuk model interaksi dinamis dalam 
keadaan setimbang ketika laju populasi masing - masing 
adalah nol. Selanjutnya dari model tersebut dicari titik 
kesetimbangan ketika tidak ada penyebaran  penyakit. Oleh 
karena itu ada model disubtitusikan 𝐼=0 sedemikian hingga 





3.3.2 Mencari Titik Kesetimbangan Endemik 
Pada tahap ini dicari titik kesetimbangan endemik 
dengan cara yang sama saat mencari titik kesetimbangan bebas 
penyakit, yaitu dengan membentuk keadaan setimbang dari 
model dan selanjutnya mencari titik kesetimbangan ketika ada 
penyebaran penyakit 𝐼  𝐼  𝐼
   . 
 
3.4 Menentukan Bilangan Reproduksi Dasar  
Pada Tahap ini ditentukan Bilangan Reproduksi Dasar 
adalah spectral radius dari operator generasi selanjutnya. Spectral 
radius diperoleh dengan mendefinisikan       dan      . 
Kemudian mencari matriks Jacobian        . Selanjutnya 
mensubtitusi nilai titik kesetimbangan bebas penyakit ke dalam 
matriks tersebut sedemikian hingga diperoleh akar persamaan 
karakteristik dan nilai eigen. Bilangan reproduksi dasar didapat 
dari         yang merupakan nilai maksimum dari nilai eigen. 
 
3.5 Menganalisis Kestabilan Titik Kesetimbangan  
Tahap ini akan dicari kestabilan lokal dari titik 
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik 
dengan memasukkan nilai kesetimbangan kedalam  matriks 
Jacobian, sehingga didapatkan nilai akar-akar karakteristik dari 
matriks Jacobiannya untuk mengetahui kestabilan asimtotik lokal 
pada titik–titik tersebut. 
 
3.6 Menyelidiki Terjadinya Bifurkasi   
Berdasarkkan titik kesetimbangan endemik yang diperoleh 
pada tahap sebelumnya, pada tahap ini dilakukan analisis 
banyaknya penyelesaian dari 𝐼 
  dan    yang mempengaruhi 
terjadinya bifurkasi. 
 
3.7 Membuat Simulasi  
Pada tahap ini dilakukan analisis hubungan antara bilangan 
reproduksi dasar dan stabilitas titik kesetimbangan dengan 
metode numerik Runge Kutta orde 4, menggunakan MATLAB. 
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3.8 Kesimpulan dan Saran  
Pada tahap terakhir ini dilakukan penarikan simpulan dari 
hasil pembahasan sebelumnya. Selanjutnya diberikan saran untuk 
perbaikan pada penelitian berikutnya.  
 
3.9 Diagram Alir  
Pada Tahap ini disusun diagram alir pada Gambar 3.1 


























































Gambar 3.1 Diagram Alir Penelitian 
 











Endemik Bebas Penyakit 
Mulai 
Studi Literatur 
Mengkonstruksi Model Interaksi Dinamik 
Daerah Penyelesaian Model 







  BAB IV 
ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
Pada bab ini dibahas mengenai model epidemiologi SEIR 
pada demam berdarah, daerah penyelesaian model, titik 
kesetimbangan bebas penyakit, titik kesetimbangan endemik, 
kemudian akan dicari kestabilan lokal dari setiap titik 
kesetimbangan tersebut, dan bilangan reproduksi dasar, kemudian 
menentukan bifurkasinya berdasarkan nilai bilangan reproduksi 
dasar. Selanjutnya akan dilakukan penyelesaian numerik untuk 
model dengan menggunakan metode numerik Runge-Kutta dan 
mensimulasikannya. 
4.1 Konstruksi Model Epidemiologi SEIR pada Demam 
Berdarah 
Model epidemiologi tipe SEIR yang akan dibahas pada 
Tugas Akhir ini digambarkan sebagai berikut : 
1. Individu dikelompokkan menjadi empat kelompok, yaitu 
susceptible (  ( )) adalah individu yang rentan terhadap 
penyakit demam berdarah pada saat t, exposed (  ( )) adalah 
individu yang yang terjangkit penyakit dan dapat menularkan 
penyakit tetapi belum menunjukkan adanya gejala awal dari 
penyakit pada saat t, infected (  ( )) adalah individu yang 
terinfeksi penyakit pada saat t, dan reovered (  ( )) adalah 
individu yang telah sembuh pada saat t. Sedangkan untuk 
nyamuk dikelompokkan menjadi tiga yaitu aquatic (  ( )) 
adalah nyamuk dalam fase akuatik meliputi telur, larva, dan 
tahap pupa, susceptible (  ( )) adalah nyamuk yang rentan 
penyakit demam berdarah pada saat t, dan infected (  ( )) 
adalah nyamuk yang terinfeksi pada saat t sehingga dapat 
menularkan penyakit. Jumlah populasi individu dinyatakan 
sebagai   ( ) dengan   ( )    ( )    ( )    ( )  
  ( ) sedangkan untuk populasi nyamuk dinyatakan sebagai 
  ( )    ( )    ( )    ( ). 
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2. Model mendeskripsikan interaksi antara individu rentan 
mempunyai peluang terinfeksi virus demam berdarah pada laju 
perubahan 
   
  
  , dengan     menyatakan hubungan laju 
perubahan dari nyamuk berinteraksi dengan manusia dan 
peluang terjadinya penyebaran dari individu terinfeksi 
terhadap nyamuk yang berpotensi terinfeksi. Nyamuk rentan 
mempunyai peluang terinfeksi dengan virus demam berdarah 
pada laju perubahan    
  
  
 , dimana     merupakan laju 
korelasi yang cukup dari manusia ke nyamuk dan menghitung 
peluang penyebaran dari nyamuk terinfeksi terhadap manusia 
yang berpotensi terinfeksi 
3. Parameter – parameter yang terdapat pada model dinamik 
adalah 
a.    menyatakan jumlah kematian alami dari populasi 
individu dan    menyatakan angka kematian alami dari 
populasi nyamuk. 
b.   menyatakan rata – rata gigitan nyamuk (per hari) 
c.    menyatakan laju penularan melalui gigitan nyamuk 
yang terinfeksi dan    menyatakan laju penularan dari 
individu terinfeksi yang digigit oleh nyamuk. 
d.   menyatakan nilai persentase nyamuk terinfeksi. 
e.    menyatakan laju proporsi individu yang terjangkit 
infeksi virus demam berdarah. 
f.    menyatakan laju individu terinfeksi penyakit demam 
berdarah yang akan sembuh karena dilakukan treatmen dan 
   menyatakan laju pertumbuhan larva menjadi dewasa. 
g.   
  menyatakan banyaknya kelahiran dan   menyatakan 
banyaknya telur – telur pada masing – masing deposit per 
kapita. 
h.   menyatakan banyaknya larva per individu. 
Dari model epidemiologi SEIR di atas dapat digambarkan 




















 Parameter yang mengakibatkan laju perubahan 
subpopulasi berkurang 
 Parameter yang mengakibatkan laju perubahan 
subpopulasi bertambah 
 Interaksi antara manusia dengan nyamuk 
Gambar 4.1 Diagram Kompartemen dari Model Interaksi Dinamis 
Berdasarkan diagram kompartemen pada Gambar 4.1 
diperoleh model interaksi dinamik sebagai berikut : 






























   
  
   
       
  
  
             
yaitu besarnya laju perubahan populasi dari suatu individu 
yang rentan terhadap penyakit demam berdarah dipengaruhi 
oleh fungsi kelahiran dari jumlah seluruh populasi    . 
Menurunnya populasi    disebabkan peluang transmisi 
nyamuk terinfeksi yang menggigit manusia yang rentan, 
presentase individu yang rentan    , dan laju kematian pada 
populasi susceptible       
2. Persamaan diferensial untuk Exposed adalah  
   
  
    
  
  
                   
yaitu besarnya laju perubahan individu yang terjangkit oleh 
virus dan dapat menularkan penyakit namun belum ada gejala 
awal dipengaruhi adanya peluang laju transmisi dari populasi 
nyamuk yang terinfeksi menggigit populasi individu yang 
rentan    
  
  
   serta persentase dari individu yang rentan 
   . Menurunnya populasi    disebabkan laju kematian pada 
populasi     dan laju proporsi individu yang terjangkit 
infeksi virus demam berdarah    . 
3. Persamaan diferensial untuk Infected adalah  
   
  
      (     )     
yaitu besarnya laju perubahan individu yang terinfeksi 
dipengaruhi oleh bertambahnya laju proporsi individu yang 
terjangkit infeksi virus demam berdarah      dan 
berkurangnya individu yang terinfeksi oleh virus demam 
berdarah karena diberikan bantuan treatmen      serta 
kematian alami     . Dengan demikan, asumsi model tersebut 
bahwa setiap individu yang ditreatmen akan mempunyai masa 
pemulihan sehingga tidak akan ada kasus infeksi yang terulang 
lagi. 
4. Persamaan diferensial untuk Recovered adalah 
   
  





yaitu besarnya laju perubahan populasi individu yang sembuh 
dari penyakit (recovered) bergantung pada laju individu 
terinfeksi penyakit demam berdarah yang akan sembuh karena 
dilakukan treatmen      dan populasi akan berkurang saat 
terdapat kejadian kematian individu yang sembuh     . 
 
5. Persamaan diferensial untuk Aquatic phase adalah 
   
  
  (  
  
   
 ) (     )  (     )    
yaitu besarnya laju perubahan populasi nyamuk pada fase 
aquatik yang meliputi telur, larva, dan pupa dipengaruhi oleh 
bertambahnya jumlah tiap – tiap telur nyamuk yang rentan 
    dan telur nyamuk yang terinfeksi    . Menurunnnya 
populasi nyamuk    disebabkan jumlah larva pada nyamuk 
yang rentan 
  
   
   dan jumlah larva pada nyamuk terinfeksi 
  
   
  , serta laju pertumbuhan larva menjadi dewasa      
dan laju kematian pada fase aquatik     . 
 
6. Persamaan diferensial untuk Susceptible adalah 
   
  
      (   
  
  
   )    
yaitu besarnya laju perubahan populasi nyamuk yang rentan 
dipengaruhi laju pertumbuhan larva menjadi dewasa     . 
Menurunnya populasi nyamuk yang rentan    disebabkan laju 
transmisi dari nyamuk yang rentan menggigit individu yang 
terinfeksi    
  
  
   dan laju kematian pada populasi yang 
rentan     . 
 
7. Persamaan diferensial untuk Infected adalah 
   
  
    
  
  
         
yaitu besarnya laju perubahan populasi nyamuk yang 
terinfeksi dipengaruhi oleh bertambahnya laju transmisi 
nyamuk yang rentan menggigit individu yang terinfeksi 
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  . Menurunnya populasi    disebabkan laju 
kematian populasi nyamuk yang terinfeksi     . 
 
Dari penjelasan sebelumnya maka model tipe SEIR dapat 
ditulis sebagai sistem persamaan diferensial berikut: 
   
  
   
       
  
  
                                           (   )  
   
  
    
  
  
       (     )                                     (   )  
   
  
      (     )                                                           (   )    
   
  
                                                                                (   )  
   
  
  (  
  
   
) (     )  (     )                   (   )  
   
  
      (   
  
  
   )                                           (   )  
   
  
    
  
  
                                                                 (   )  
 
dengan kondisi awal 
  ( )      ,   ( )      ,   ( )      ,   ( )      , 
  ( )           ( )      ,   ( )      
 
Jumlah populasi indivdu   ( )    ( )    ( )    ( )  
  ( ) sehingga dapat dituliskan   ( )    ( )    ( )  
  ( )    ( ) dan   ( )    ( )    ( )    ( ) dengan 
 ( ) adalah jumlah populasi, maka dalam hal ini 
   
  
 
   
  
 
   
  
 
   
  
 
   
  
                                                    (   )   
   
  
 
   
  
 
   
  
 
   
  
                                                             (   )   
Sehingga untuk persamaan (4.8) dapat dituliskan sebagai berikut : 
   
  
 {  
       
  
  
           }  *   
  
  
       





    
                          
Substitusikan   ( )    ( )    ( )    ( )    ( ) 
   
  
   
                     (           )    
   
                                  
    )    
   
  
 (  
     )                                                                    (    )  
maka sistem persamaan model menjadi : 
   
  
   
       
  
  
                                         (    )  
   
  
    
  
  
       (     )                                   (    )  
   
  
      (     )                                                         (    )  
   
  
  (  
  
   
) (     )  (     )                (    )  
   
  
      (   
  
  
   )                                        (    )  
   
  
    
  
  
                                                              (    )  
dengan kondisi awal, 
  ( )         ( )         ( )         ( )  
         ( )         ( )                                             (    )   
 
4.2 Daerah Penyelesaian Model 
Dengan cara yang sama akan dicari nilai 
   
  
  dan 
   
  
 
   
  
. Sehingga dapat dituliskan sebagai berikut  
   
  
 { (  
  
   
) (     )  (     )  }   
   
  
 (  
   
   
) (     )  (     )                   (    )  




   
   
) (     )  (     )     
   
   
  
maka pada persamaan (4.18) dapat menjadi sebagai berikut 
   
  
 (  
   
   
)  
Selanjutnya akan diselesaikan persamaan diferensial sebagai 
berikut 
 
   
  
 (  
   
   
)  
dengan mengintegralkan kedua ruas diperoleh 
∫
   
(  
   
   
)
 ∫                                                                            (    )   
dengan mensubstitusikan   (  
   
   
) maka        
   
 
 
sehingga pada persamaan (4.19) dapat dinyatakan sebagai berikut 
∫
   




 ∫   
selanjutnya dari persamaan diatas diperoleh bahwa 
∫
   




 ∫    
   





   ∫    
   
    
 
          
        
 
   
(   ) 
    
   
 
   
(   )
 
kemudian substitusikan nilai   (  
   
   
) ke persamaan 
   
   
  
   
(   )
 sehingga diperoleh 
   
   
  
   
(   )
  
 (  
   
   
)   
   
 
   
(   )
  
 
   
   
    
   
  
   






    
   
 
(   
   
  
   
(   )
* 
        
   
 
 
   
  
   
(   )
 
 
Dari persamaan di atas di ketahui bahwa nilai   ( ) berubah 
terhadap  . Artinya semakin besar nilai   maka semakin kecil nilai 
 
   
  
   
(   )
. Karena itu, 
               (    
   
 
 
   
  
   
(   )
*  
         
sehingga diperoleh   ( )     . Dalam hal ini     
merupakan kapasitas batas populasi nyamuk fase  akuatik. 
Selanjutnya akan diselesaikan persamaan berikut : 
   
  
 
   
  
 (     (   
  
  
   )   )  (   
  
  
   
    )                                                                    (    )   
   
  
 
   
  
                 
 
  
(     )                                              (    )  




(     )                  
dengan mengintegralkan kedua ruas sehingga diperoleh 
∫
 (     )
              
 ∫                                                         (    )  
kemudian substitusikan nilai          ( )          



























          
          (   ) 
       (   ) 
kemudian substitusikan nilai          ( ) dengan 
        ke persamaan    
   (   ) sehingga diperoleh 
      (   )  
        ( )   
   (   )  
        (     )   
   (   ) 
       
      
   (   )
  
 
Dari persamaan di atas di ketahui bahwa nilai   ( )    ( ) 
berubah terhadap  . Artinya semakin besar nilai   maka semakin 
kecil nilai     (   ). Karena itu, 
      (     )     
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. Dalam hal ini berarti bahwa 
    
  
 merupakan kapasitas batas populasi nyamuk rentan dan 
teinfeksi. 
 Jadi daerah yang mungkin untuk sistem persamaan (4.11) 
sampai (4.16) adalah   {(         )    
        
           
    
  
} dikarenakan kondisi awal pada 
persamaan (4.17) bernilai positif dan pada   
 , maka merupakan 
invarian positif. 
 
4.3 Titik Kesetimbangan  
4.3.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Titik kesetimbangan bebas penyakit merupakan suatu 
kondisi yang tidak terdapat penyebaran penyakit demam berdarah 





Untuk memperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit 
akan dinyatakan ruas kiri pada persamaan (4.11) sampai (4.16) 
bernilai nol kemudian mensubtitusikannya sehingga diperoleh  
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4.3.2 Titik Kesetimbangan Endemik 
Titik kesetimbangan endemik digunakan untuk 
menunjukkan bahwa dalam populasi terjadi penyebaran penyakit 
(dalam hal ini virus) sehingga              .  
Untuk memperoleh titik kesetimbangan endemik akan 
dinyatakan ruas kiri pada Persamaan (4.11) sampai (4.16) bernilai 
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 Sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut 
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Berdasarkan hasil perhitungan titik kesetimbangan endemik maka 
diperoleh nilai   
  (  
    
    
    
    
    
 ) pada persamaan 
(    ) (    ) (    ) (    ) (    ) 
 
4.4 Kestabilan Lokal Model Interaksi Dinamis 
Setelah diperoleh titik kesetimbangan maka dilakukan 
analisis kestabilan. Analisis kestabilan dilakukan untuk 
mengetahui laju penyebaran suatu penyakit. Analisis ini 
dilakukan pada titik setimbang bebas penyakit (Disease Free 
Equilibrium) dan titik setimbang endemik (Endemic Equilibrium). 
Model interaksi dinamis merupakan model persamaan yang 
tak linier, sehingga perlu dilakukan linierisasi terlebih dahulu 
sebelum melakukan analisis kestabilan. Untuk melakukan 
linierisasi digunakan ekspansi deret Taylor, pada persamaan 
(4.11) sampai (4.16) sehingga dapat dituliskan sebagai berikut. 
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Berdasarkan persamaan (    ), maka linearisasi dari 
sistem (    ) adalah 
   
  

























   
   
  


























   
  


























   
  


























   
  


























   
  



























Dengan menggunakan permisalan (    ), maka hasil linearisasi 
dari sistem (    ) seperti yang tertulis tersebut menjadi: 




   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  




   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  




   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   









   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
    




   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
   




   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  
  
   
  












   
  
   
  
   
  
   
  
   
  

























   
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
    
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
     
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
    
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
    
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
    
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   
  
   




























Selanjutnya akan dicari matriks Jacobian dari sistem (    ) 
dengan mendiferensialkannya sebagai berikut 
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Dari hasil turunan persamaan (    ) sampai (    ) dapat 
ditulis dalam bentuk matriks Jacobian sebagai berikut: 
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4.4.1 Kestabilan Lokal Titik Setimbang Bebas Penyakit 
Telah diketahui sebelumnya bahwa titik setimbang bebas 
penyakit adalah    (  
    
    
    
    
    
 )   
{
  
   
(    )
 
   
   
(    )(     )
   
    
   
 
    
   
  }, maka 
























































       ,    ,         ,     ,         , 
  
     
   
,    
 
  




     , dan    
     
    
 
Selanjutnya dicari persamaan karakteristik dari matriks  Jacobian 
tersebut dengan  menggunakan  
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Sehingga diperoleh nilai eigen dari sistem (4.11) sampai (4.16) 
berupa persamaan karakteristik yaitu 
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Persamaan (4.81) dapat ditulis seperti berikut: 
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Titik kesetimbangan bebas penyakit dari model (4.11) – 
(4.16) dikatakan stabil jika akar – akar persamaan karakteristik 
dari suatu matriks mempunyai nilai eigen dengan bagian real 
negatif. Dengan rumus Routh – Hurwitz dapat dituliskan dalam 







Tabel 4.1 Routh – Hurwitz Bebas Penyakit 
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maka akibatnya nilai    harus positif dengan analisa sebagai 
berikut: 
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Untuk nilai    dapat dianalisis sebagai berikut : 
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Untuk nilai    dapat dianalisis sebagai berikut : 
   
         
  
  
nilai    akan bernilai positif jika           
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Untuk nilai    dapat dianalisis sebagai berikut : 
   
         
  
  
nilai    akan bernilai positif jika           
maka akibatnya nilai      jika           
 
Dari tabel Routh-Hurwitz dapat dilihat bahwa variabel- 
variabel pada kolom pertama memiliki nilai yang sama yaitu 
bertanda positif. Titik kesetimbangan bebas penyakit untuk model 
epidemiologi SEIR demam berdarah terbukti stabil asimtotik 
lokal jika memenuhi                            
           dan          . 
 
4.4.2 Kestabilan Lokal Titik Setimbang Endemik 
Telah diketahui sebelumnya bahwa titik setimbang 
endemik   
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 ) dalam hal ini   
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Pada titik setimbang   
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 ) matriks 
Jacobiannya adalah 
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Selanjutnya dicari persamaan karakteristik dari matriks  Jacobian 
tersebut dengan  menggunakan 
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Sehingga diperoleh nilai eigen dari sistem (4.11) sampai (4.16) 
berupa persamaan karakteristik yaitu 
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Persamaan (4.90) dapat ditulis seperti berikut : 
      
     
     
     
           
dengan masing – masing nilai untuk   ,                 dan    
adalah 
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Titik kesetimbangan endemik dari model (4.11) – (4.16) 
dikatakan stabil jika akar – akar persamaan karakteristik dari 
suatu matriks mempunyai nilai eigen dengan bagian real negatif 
jika dan hanya jika     ,     ,     ,     , dan     . 
Dengan rumus Routh – Hurwitz dapat dituliskan dalam tabel 
berikut ini : 
 
Tabel 4.2 Routh – Hurwitz Endemik 
                       
                         
                
               
              
             
dengan 
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Nilai    dapat dianalisa sebagai berikut : 
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untuk nilai    dapat dianalisa sebagai berikut : 
nilai    akan bernilai positif (
         
  
  ) jika    bernilai  
positif (    ) 
 
maka akibatnya nilai    harus positif dengan analisa sebagai 
berikut: 
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Untuk nilai    dapat dianalisis sebagai berikut : 
   
         
  
  
nilai    akan bernilai positif jika           
maka akibatnya nilai      jika 
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Untuk nilai    dapat dianalisis sebagai berikut : 
   
         
  
  
nilai    akan bernilai positif jika           
maka akibatnya nilai      jika           
(         )(                           
                                         
                                          
                                           
             )  (                   
                                           
                                     
                                     
              )  
 
Untuk nilai    dapat dianalisis sebagai berikut : 
   
         
  
  
nilai    akan bernilai positif jika           
maka akibatnya nilai      jika           
 
Dari tabel Routh-Hurwitz dapat dilihat bahwa variabel- 
variabel pada kolom pertama memiliki nilai yang sama yaitu 
bertanda positif. Titik kesetimbangan endemik untuk model 
epidemiologi SEIR demam berdarah terbukti stabil asimtotik 
lokal jika memenuhi                            
           dan          . 
 
4.5 Menentukan Bilangan Reroduksi Dasar 
Dalam model epidemiologi, bilangan reproduksi dasar yang 
dilambangkan dengan    adalah konsep kunci dan didefinisikan 
sebagai jumlah rata-rata infeksi sekunder yang timbul dari 
individu yang terinfeksi primer yang masuk ke kelas susceptible 





Dengan menggunakan metode Driessche dan Watmough 
[7] akan ditentukan bilangan reproduksi dasar sebagai berikut : 
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   adalah laju kemunculan infeksi baru pada kompartemen  ,  
  
 adalah laju dari perpindahan individu keluar dari 
kompartemen  , 
  
  adalah laju dari perpindahan individu masuk ke dalam 
kompartemen   
     
    
  
Untuk sistem persamaan (4.81)   dan   adalah: 
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maka akan didapatkan matriks sebagai berikut : 
  [
     
   
     
] dan 
   [
       
         
    
] 
Berdasarkan Definisi 2.1 matriks   merupakan M-matriks non 
singular jika dan hanya jika terdapat bilangan k dan matriks P 
sedemikian hingga  terdapat    ( ) yang memenuhi      
 . Kemudian akan dibuktikan bahwa   merupakan M-matriks 
non singular. 
 
   (
   
   
   
+  (
           
        
       
+  
Dengan            dan  ( )       , sehingga 
            ( ). Jadi terbukti bahwa matriks   
merupakan M-matriks non singular. 
 
Untuk mencari    , maka dapat menggunakan rumus seperti 
berikut : 
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(     )(     )  
*
(     )    
    (     )   
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+
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Kemudian mencari nilai eigen    yaitu     (  
  ) sehingga 
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Didapatkan hasil dari perkalian matriks tersebut adalah 
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Jadi nilai eigen dari matriks next generation diperoleh 
dengan menyelesaikan                sehingga didapat 
   |
    
   
     
|    
   ((  )(  ))    
 (     )    
         √      √   
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Bilangan reproduksi dasar adalah spectral radius dari operator 
generasi selanjutnya, yaitu 
   = (  
  )  
=max{| 1|,| 2|,|  3|}  
=max{|0|,| √  |,|√  |} 
  
 =   
= 
        
(     )(     )  
 
Maka Basic Reproduction Number dari model adalah : 
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Berdasarakan nilai    yang diperoleh, akan dicari formulasi dari rate 
transmission   . Karena       maka untuk       
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dengan memasukkan nilai jumlah orang yang sembuh yaitu 
                                        , 
berdasarkan data yang diperoleh dari Dinas Kesehatan Kota 
Surabaya. 
Sehingga untuk rate transmission demam berdarah di Surabaya 




(     )  
    
 
 
4.6 Analisis Bifurkasi 
Pada sub bab ini akan membahas mengenai cara 
menentukan persamaan untuk menemukan kurva bifurkasi dari 
model interaksi dinamis. Kemudian menyajikannya dalam bentuk  
Dalam hal ini, menggunakan titik kesetimbangan endemik 
untuk mencari persamaan    yang optimum untuk membuat 
kurva bifurkasinya sehingga untuk    yang lebih kecil dari nilai 
optimum tidak terjadi penyebaran penyakit menular. Diketahui 
sebagai berikut. 
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Pada persamaan (4.84) dapat diperoleh akar – akar dari 
persamaan sebagai berikut 
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Selanjutnya akan disimulasikan untuk menghasilkan kurva 
bifurkasi dengan sumbu (x,y). Pada gambar (4.1) merupakan hasil 
kurva bifurkasi dengan                        
                                             
                           data diperoleh dari penelitian 
Noorani M.S.M [4] dan                 data yang 
diperoleh dari Dinas Kesehatan Kota Surabaya. Dapat dilihat 












Gambar 4.1 Kurva Bifurkasi 
Pada gambar 4.1 menunjukkan bahwa saat       maka 
populasi    tidak ada atau  tidak terjadi penyebaran penyakit 
demam berdarah oleh nyamuk. Sedangkan pada       adanya 
penyebaran demam berdarah oleh nyamuk. Bifurkasi maju terjadi  
ketika      maka tidak ada penyebaran penyakit. Sedangkan 
ketika      ada satu titik kesetimbangan endemik sehingga 
terjadi penyebaran penyakit. 
4.7 Solusi Numerik dan Simulasi 
Pada sub bab ini dibahas cara untuk memperoleh solusi 
numerik dari model interaksi dinamis dan simulasi numeriknya. 
Hal ini bertujuan untuk memudahkan dalam menganalisa model 
dan untuk mengetahui selisih atau error antara nilai eksak dengan 
nilai numerik. 
Penyelesaian numerik yang digunakan adalah metode 
Runge-Kutta orde empat. Metode Runge-Kutta mencapai 
keakuratan dari suatu pendekatan Taylor tanpa memerlukan 
turunan-turunan tingkat tinggi. Metode Runge-kutta orde empat 
adalah satu dari metode yang banyak digunakan untuk 





suatu galat pemotongan   . Integrasi numerik dari persamaan 
dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat 
dinyatakan sebagai berikut: 
Dimisalkan untuk nilai awal adalah sebagai berikut: 
  (  )       
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Integrasi numerik dengan menggunakan metode Runge-Kutta 
orde empat dinyatakan sebagai berikut: 
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       ))  
Parameter yang digunakan dalam simulasi untuk keadaan 
bebas penyakit beserta nilai awal pada setiap populasi disajikan 
dalam tabel dibawah ini 




1   0.8 
2   0.1 
3    0.1667 
4    0.0000385 
5    0.1 
6    0.375 
7    0.08 
8   0.09 
9   3 
10    7 











Tabel 4.4 Nilai awal dari masing- masing  
Sub populasi 
No 
Sub populasi ketika 
    
Nilai awal 
(per jiwa) 
1       
2       
3      
4        
5        
6      
7    100 
 
 
Setelah dilakukan simulasi dengan memasukkan parameter 
pada setiap populasi dengan menggunakan metode numerik 
Runge-Kutta dengan       . Nilai parameter dan nilai awal 
dari Tabel 4.1 terdapat  nilai  
   yang diperoleh dari Dinas Kesehatan Kota Surabaya maka 
nilai           . Tabel 4.1 dan Tabel 4.2 menghasilkan 
    , diharapkan menghasilkan titik kesetimbangan yang 
bersesuaian dengan pembahasan sebelumnya yaitu jika    
  maka titik kesetimbangan pada saat endemik. Sehingga 
didapatkan grafik kestabilan laju populasi manusia dan kestabilan 













Gambar 4.2 Grafik Kestabilan Populasi Manusia 
Saat                    
Gambar 4.2 menunjukkan bahwa untuk         grafik 
populasi              menunjukkan arah ke titik setimbang, 
Untuk laju pertumbuhan masing – masing populasi dijelaskan 
sebagai berikut : 
 
 Laju Populasi    
Laju pertumbuhan populasi    mengalami penurunan. 
Berkurangnya populasi ini dikarenakan laju kelahiran serta 
individu yang hilang kekebalannya lebih kecil dari laju 
infeksi yang menyebabkan individu yang rentan ini menjadi 
terinfeksi. Dari Gambar 4.2 terlihat populasi ini akan terus 
menurun hingga menuju suatu titik dan stabil di titik tersebut 
sampai    .  
 Laju Populasi    
Laju pertumbuhan populasi    awalnya naik  kurang dari 
waktu 1 bulan. Hal ini dikarenakan berkurangnya populasi    
yang menjadi individu terkena   , banyaknya individu dari 
bayi baru lahir yang terkena, dan individu yang bermigrasi  
sehingga populasi    bertambah. Setelah itu laju 
pertumbuhannya kembali mengalami penurunan karena laju 





pertambahan populasi   . Dari Gambar 4.2 terlihat populasi 
ini akan terus berkurang hingga menuju suatu titik dan stabil 
di titik tersebut sampai     
 
 Laju Populasi    
Laju pertumbuhan populasi    mengalami penurunan dalam  
kurun waktu kurang dari 1 hari. Hal ini dikarenakan populasi 
   mengalami laju kematian lebih besar daripada laju 
pertambahan populasinya. Dari Gambar 4.2 terlihat populasi 
ini akan terus berkurang hingga menuju suatu titik dan stabil 













Gambar 4.3 Grafik Kestabilan Populasi Nyamuk 
Saat                    
 
Gambar 4.3 menunjukkan bahwa untuk         grafik 
populasi              menunjukkan arah ke titik setimbang, 
Untuk laju pertumbuhan masing – masing populasi dijelaskan 
sebagai berikut : 
 
 Laju Populasi    
Laju pertumbuhan populasi    mengalami penurunan secara 
terus-menerus, pada Gambar 4.3 grafiknya menunjukkan 
penurunan secara drastis pada satu waktu. Setelah itu, laju 
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dari populasi     mulai menuju titik setimbang dan stabil 
pada titik tersebut. Laju pertumbuhan pada populasi    
mengalami penurunan,  disebabkan oleh laju perpindahan dan 
dari individu    menjadi individu   . Populasi ini akan terus 
turun hingga menuju suatu titik dan stabil di titik tersebut 
sampai     
 
 Laju Populasi    
Laju pertumbuhan populasi    mengalami penurunan mulai 
dari bulan pertama. Hal ini dikarenakan laju perpindahan dari 
populasi    lebih besar dari laju pertambahannya. Dari 
Gambar 4.3 terlihat populasi ini akan terus berkurang hingga 
menuju suatu titik dan stabil di titik tersebut sampai     
 
  Laju Populasi    
 Laju pertumbuhan populasi    awalnya naik lalu menurun   
pada waktu kurang dari satu bulan. Hal ini dikarenakan laju 
kematian dari populasi    lebih besar dari laju 
pertambahannya. Dari Gambar 4.3 terlihat populasi ini akan 
terus berkurang hingga menuju suatu titik dan stabil di titik 






Pada bab ini diberikan kesimpulan sebagai hasil dari 
analisa model yang telah diperoleh dan saran sebagai 
pertimbangan dalam pengembangan atau penelitian lebih lanjut. 
 
5.1 Kesimpulan 
Berdasarkan analisis dan pembahasan pada penulisan tugas 
akhir ini, maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut 
1. Dengan mempelajari fenomena yang ada dan diberikan 
beberapa definisi, diperoleh konstruksi model penyebaran 
demam berdarah sebagai berikut 
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2. Model epidemiologi SEIR demam berdarah di Surabaya yang 
telah dianalisis mempunyai dua titik setimbang dan analisis 
kestabilan sebagai berikut : 
 
a. Titik kesetimbangan bebas penyakit 
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b. Titik kesetimbangan endemik 
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Jika      maka titik kesetimbangan bebas penyakit ada dan 
bersifat stabil asimtotik, artinya setiap individu yang terinfeksi 
memproduksi kurang dari satu individu terinfeksi baru, dengan 
kata lain dapat diprediksi bahwa infeksi akan bersih dari 
populasi. Sedangkan jika      maka kedua titik 
kesetimbangan ada, akan tetapi titik ketimbangan endemik 
bersifat stabil asimtotik dan titik kesetimbangan bebas 
penyakit tidak stabil, artinya setiap individu yang terinfeksi 
memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi baru, dengan 







dengan bilangan reproduksi dasar      yaitu : 
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(     )  
    
  
dengan nilai 
                                         , yang 
diperoleh dari data Dinas Kesehatan Kota Surabaya 
  
3. Perubahan jenis kurva bifurkasi  dipengaruhi oleh perubahan 
nilai    yang mempengaruhi nilai A,B, C, dan D sehingga 
nilai titik puncaknya pun berubah. Bifurkasi maju terjadi pada 
saat titik puncak dari sistem persamaan       yaitu pada saat 
   bernilai real positif.  
 
4. Simulasi model epidemiologi SEIR demam berdarah dengan 
menggunakan metode numerik Runge-Kutta menghasilkan 
grafik dari kesetimbangan jika nilai h = 0.01. Serta pengaruh 
dari input nilai awal pada populasi ,jika nilai awal pada 
populasi lebih sedikit maka waktu untuk menuju titik 
setimbang semakin cepat. 
 
5.2 Saran 
Pada penelitian ini tidak dibahas mengenai analisis 
kestabilan global dari model epidemiologi SEIR dan terdapat 
bifurkasi Hopf karena adanya nilai akar-akar    yang imajiner. 
Oleh karena itu, penulis menyarankan kepada pembaca yang 
tertarik masalah ini agar pada penelitian selanjutnya menyertakan 
analisis global dan bifurkasi Hopf dari model epidemiologi SEIR 

















Listing Program Kestabilan Titik Kesetimbangan 





















figure  (1) 
plot(time,hasil(:,1),time,hasil(:,2),'r',time,ha
sil(:,3),'y'); 












LANJUTAN LAMPIRAN A 


















Listing Program Bifurkasi  
 M File dengan judul bifurkasi.m 
clc; 
clear all 





jPN=input('Masukkan Jumlah Penderita = '); 




























LANJUTAN LAMPIRAN B     
btm*btm*gmh*gmh+phi*k*Nh*etm*mium*miuh*B*B*B*bth
*btm*btm*gmh*... 









































































    
D=(phi*k*(Nh^2)*p*etm*mium*miuh*B*btm*gmh*(eth+m
iuh)*(gmh+miuh)*... 






LANJUTAN LAMPIRAN B       
(gmh^2)+phi*(mium^2)*((eth+miuh)^2)*((gmh+miuh)^
2)*... 





      
(gmh^2)*(eth+miuh)*(gmh+miuh)*(etm+mium)*(p^3)*(
Nh^3)-k*(p^2)*... 




    AA(i)=D; 
    ak=jpn(jPN,jM,D); 
      ak1(i)=ak(1); 







    
D=(phi*k*(Nh^2)*p*etm*mium*miuh*B*btm*gmh*(eth+m
iuh)*(gmh+miuh)*... 
      
(p*Nh+miuh*Nh)+phi*k*(Nh^4)*(p*p)*etm*(miuh^2)*(
B^2)*(btm^2)*(gmh^2)+... 
      
phi*(mium^2)*((eth+miuh)^2)*((gmh+miuh)^2)*((p*N
h+miuh*Nh)^2)+... 



























% hold off 




   
axis([r_0,R_a(101)-1,0,ak3(101)]); 
 















































































































Data Jumlah Penderita dan Kematian DBD Di Surabaya 
 













(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 
Sukomanun
ggal 
Tanjungsari 7 0 7 2.92356 




53 0 53 22.1345 
 Balongsari 18 1 17 7.09985 
Asemrowo Asemrowo 14 0 14 5.84697 
Benowo Sememi 40 0 40 16.7053 
Pakal Benowo 22 0 22 9.188 
Lakarsantri Jeruk 9 0 9 3.75882 
 Lidah Kulon 12 0 12 5.01171 
 Bangkingan 1 0 1 0.41779 
Sambikerep Lontar 23 1 22 9.188 
 Made 7 0 7 2.92356 
Genteng Peneleh 15 0 15 6.2646 
 Ketabang 1 0 1 0.41779 
Tegalsari Kedungdoro 10 0 10 4.17645 
 Dr. Soetomo 15 0 15 6.2646 
Bubutan Tembok Dukuh 27 0 27 11.2761 
 Gundih 17 0 17 7.09985 
Simokerto Tambakrejo 26 1 25 10.4409 
 Simolawang 5 0 5 2.08831 
Pabean 
Cantikan 
Perak Timur 31 0 31 12.9467 
Semampir Pegirian 9 1 8 3.34119 
 Sidotopo 15 0 15 6.2646 





23 0 23 9.60563 
 Dupak 25 0 25 10.4409 

















(  ) 
Rate 
transmission 








40 0 40 16.7053 
Tambaksari Rangkah 15 0 15 6.2646 
 Pacar Keling 24 0 24 10.0233 
 Gading 32 0 32 13.3643 
Gubeng Pucangsewu 15 0 15 6.2646 
 Mojo 14 0 14 5.84697 
Rungkut Kalirungkut 6 0 6 2.50593 
 Medokan Ayu 11 0 11 4.59408 
Tenggilis Tenggilis 34 0 34 14.1995 
Gunung 
Anyar 
Gunung Anyar 17 0 17 7.09985 




7 0 7 2.92356 
 Keputih 6 0 6 2.50593 
Mulyorejo Mulyorejo 24 0 24 10.0233 
Sawahan Sawahan 21 0 21 8.77037 
 Putat Jaya 41 0 41 17.1229 
 Banyu Urip 26 0 26 10.8585 
 Pakis 12 0 12 5.01171 
Wonokrom
o 
Jagir 13 1 12 5.01171 
 Wonokromo 12 0 12 5.01171 
 Ngagelrejo 8 0 8 3.34119 
Karang 
Pilang 





17 1 16 6.68222 
Wiyung Wiyung 19 0 19 7.93511 
 Balas 
Klumprik 
7 0 7 2.92356 


















(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 
Wonocolo Jemursari 13 0 13 5.42934 
 Sidosermo 12 0 12 5.01171 
 Siwalankerto 8 0 8 3.34119 
Jambangan Kebonsari 16 0 16 6.68222 
 













(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 
Sukomanun
ggal 
Tanjungsari 20 0 20 8.35274 




39 0 39 16.2877 
 Balongsari 32 1 31 12.9467 
Asemrowo Asemrowo 16 0 16 6.68222 
Benowo Sememi 39 0 39 16.2877 
Pakal Benowo 23 0 23 9.60563 
Lakarsantri Jeruk 24 0 24 10.0233 
 Lidah Kulon 16 0 16 6.68222 
 Bangkingan 8 0 8 3.34119 
Sambikerep Lontar 16 0 16 6.68222 
 Made 13 0 13 5.42934 
Genteng Peneleh 8 0 8 3.34119 
 Ketabang 3 0 3 1.25305 
Tegalsari Kedungdoro 10 1 9 3.75882 
 Dr. Soetomo 14 0 14 5.84697 
Bubutan Tembok Dukuh 22 0 22 9.188 
 Gundih 16 0 16 6.68222 
Simokerto Tambakrejo 31 1 30 12.529 
 Simolawang 14 0 14 5.84697 
Pabean 
Cantikan 
Perak Timur 28 0 28 11.6938 
Semampir Pegirian 28 0 28 11.6938 

















(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 





32 0 32 13.3643 
 Dupak 3 0 3 1.25305 
Bulak Kenjeran 7 0 7 2.92356 
Simokerto Tambakrejo 7 0 7 2.92356 








12 0 12 5.01171 
Tambaksari Rangkah 5 0 5 2.08831 
 Pacar Keling 14 0 14 5.84697 
 Gading 22 0 22 9.188 
Gubeng Pucangsewu 18 0 18 7.51748 
 Mojo 17 1 16 6.68222 
Rungkut Kalirungkut 10 0 10 4.17645 
 Medokan Ayu 9 0 9 3.75882 
Tenggilis Tenggilis 21 0 21 8.77037 
Gunung 
Anyar 
Gunung Anyar 23 1 22 9.188 




0 0 0 0.000160787 
 Keputih 7 0 7 2.92356 
Mulyorejo Mulyorejo 7 0 7 2.92356 
 Kalijudan 8 0 8 3.34119 
Sawahan Sawahan 21 0 21 8.77037 
 Putat Jaya 34 0 34 14.1995 
 Banyu Urip 29 0 29 12.1114 
 Pakis 8 1 7 2.92356 
Wonokrom
o 
Jagir 13 0 13 5.42934 
 Wonokromo 14 0 14 5.84697 
 Ngagelrejo 21 0 21 8.77037 
Karang 
Pilang 

















(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 
Dukuh 
Pakis 
Dukuh Kupang 25 0 25 10.4409 
Wiyung Wiyung 34 0 34 14.1995 
 Balas Klumprik 8 0 8 3.34119 
Gayungan Gayungan 19 0 19 7.93511 
Wonocolo Jemursari 10 0 10 4.17645 
 Sidosermo 11 0 11 4.59408 
 Siwalankerto 9 0 9 3.75882 
Jambangan Kebonsari 15 0 15 6.2646 
 













(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 
Sukomanun
ggal 
Tanjungsari 20 0 20 8.35274 
 Simomulyo 48 2 46 19.2111 
Tandes Manukan Kulon 84 0 84 35.081 
 Balongsari  46 1 45 18.7935 
Asemrowo Asemrowo 22 0 22 9.188 
Benowo Sememi 75 1 74 30.9047 
Pakal Benowo 35 0 35 14.6172 
Lakarsantri Jeruk 3 0 3 1.25305 
 Lidah Kulon 16 0 16 6.68222 
 Bangkingan 6 0 6 2.50593 
Sambikerep Lontar 70 1 69 28.8166 
 Made 5 0 5 2.08831 
Genteng Peneleh 30 0 30 12.529 
 Ketabang 13 0 13 5.42934 
Tegalsari Kedungdoro 35 1 34 14.1995 
 Dr. Soetomo 43 0 43 17.9582 
Bubutan Tembok Dukuh 52 3 49 20.464 
 Gundih 5 0 5 2.08831 
Simokerto Tambakrejo 57 0 57 23.805 

















(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 
Pabean 
Cantikan 
Perak Timur 44 0 44 18.3758 
Semampir Pegirian 21 0 21 8.77037 
 Sidotopo 28 0 28 11.6938 





56 0 56 23.3874 




8 0 8 3.34119 
Bulak Kenjeran 19 0 19 7.93511 




23 0 23 9.60563 
 Bulak Banteng 7 0 7 2.92356 
 Tambak Wedi 12 1 11 4.59408 
Tambaksari Rangkah 26 0 26 10.8585 
 Pacar Keling 47 0 47 19.6287 
 Gading 34 0 34 14.1995 
Gubeng Pucangsewu 31 0 31 12.9467 
 Mojo 54 0 54 22.5521 
Rungkut Kalirungkut 28 0 28 11.6938 
 Medokan Ayu 74 0 74 30.9047 
Tenggilis Tenggilis 91 0 91 38.0044 
Gunung 
Anyar 
Gunung Anyar 46 0 46 19.2111 




29 0 29 12.1114 
 Keputih 35 0 35 14.6172 
Mulyorejo Mulyorejo 33 0 33 13.7819 
 Kalijudan 32 2 30 12.529 
Sawahan Sawahan 51 1 50 20.8816 
 Putat Jaya 57 0 57 23.805 
 Banyu Urip 48 0 48 20.0464 

















(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 
Wonokrom
o 
Jagir 34 1 33 13.7819 
 Wonokromo 27 0 27 11.2761 
 Ngagelrejo 53 0 53 22.1345 
Karang 
Pilang 





66 3 63 26.3108 




20 0 20 8.35274 
Gayungan Gayungan 61 1 60 25.0579 
Wonocolo Jemursari 28 0 28 11.6938 
 Sidosermo 21 0 21 8.77037 
 Siwalankerto 16 0 16 6.68222 
Jambangan Kebonsari 46 0 46 19.2111 
 













(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 
Sukomanun
ggal 
Tanjungsari 9 0 9 3.75882 




20 1 19 7.93511 
 Balongsari  11 0 11 4.59408 
Asemrowo Asemrowo 5 0 5 2.08831 
Benowo Sememi 31 0 31 12.9467 
Pakal Benowo 6 0 6 2.50593 
Lakarsantri Jeruk 6 0 6 2.50593 
 Lidah Kulon 12 0 12 5.01171 
 Bangkingan 7 0 7 2.92356 
Sambikerep Lontar 16 0 16 6.68222 

















(  ) 
Rate 
transmission 
(  ) 
Genteng Peneleh 16 0 16 6.68222 
 Ketabang 3 0 3 1.25305 
Tegalsari Kedungdoro 7 1 6 2.50593 




26 0 26 10.8585 
 Gundih 8 0 8 3.34119 
Simokerto Tambakrejo 21 0 21 8.77037 
 Simolawang 2 0 2 0.835419 
Pabean 
Cantikan 
Perak Timur 16 0 16 6.68222 
Semampir Pegirian 14 2 12 5.01171 
 Sidotopo 14 0 14 5.84697 





20 0 20 8.35274 




8 0 8 3.34119 








16 0 16 6.68222 
 Bulak Banteng 5 1 4 1.67068 
 Tambak Wedi 12 0 12 5.01171 
Tambaksari Rangkah 7 0 7 2.92356 
 Pacar Keling 10 0 9 3.75882 
 Gading 16 1 15 6.2646 
Gubeng Pucangsewu 15 0 15 6.2646 
 Mojo 12 0 12 5.01171 
Rungkut Kalirungkut 18 0 18 7.51748 
 Medokan Ayu 23 0 23 9.60563 
Tenggilis Tenggilis 16 0 16 6.68222 
Gunung 
Anyar 
Gunung Anyar 20 1 19 7.93511 

















(  ) 
Rate 
transmission 




7 0 7 2.92356 
 Keputih 11 0 11 4.59408 
Mulyorejo Mulyorejo 7 0 7 2.92356 
 Kalijudan 12 0 12 5.01171 
Sawahan Sawahan 16 0 16 6.68222 
 Putat Jaya 35 1 34 14.1995 
 Banyu Urip 19 0 19 7.93511 
 Pakis 6 1 5 2.08831 
Wonokrom
o 
Jagir 9 1 8 3.34119 
 Wonokromo 5 0 5 2.08831 
 Ngagelrejo 23 1 22 9.188 
Karang 
Pilang 





25 0 25 10.4409 




4 0 4 1.67068 
Gayungan Gayungan 21 3 18 7.51748 
Wonocolo Jemursari 5 0 5 2.08831 
 Sidosermo 8 0 8 3.34119 
 Siwalankerto 6 0 6 2.50593 












“Halaman ini sengaja dikosongkan” 
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